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Аннотация 

Предложен новый итерационный метод расчёта полюсов матрицы рассеяния. Метод 
учитывает вид матрицы рассеяния в окрестности полюса и основан на решении матричных 
уравнений с использованием спектральных разложений. На примере задачи расчёта мод ме-
таллодиэлектрической дифракционной решётки показано, что предложенный итерацион-
ный метод обладает высокой скоростью сходимости и является численно устойчивым при 
большой размерности матрицы рассеяния. 
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Введение 
Дифракционные микро- и наноструктуры с резо-

нансными свойствами представляют большой инте-
рес при создании современных элементов инте-
гральной оптики и фотоники. Резонансные свойства 
таких структур проявляются в резком изменении 
спектров пропускания и отражения и, как правило, 
связаны с возбуждением собственных мод структу-
ры. Моды структуры обычно описывают как полю-
сы аналитического продолжения матрицы рассеяния 
[1 – 3]. При этом матрица рассеяния рассматривается 
как функция комплексной частоты [1 – 3]. Такой 
подход к объяснению резонансных свойств дифрак-
ционных структур широко используется при описа-
нии оптических свойств дифракционных решёток 
[1 – 3] и фотонно-кристаллических структур [1 – 4].  

Расчёт полюсов матрицы рассеяния – вычисли-
тельно сложная задача. В известных работах предло-
жено несколько итерационных методов её решения. 
Самые простые методы заключаются в вычислении 
полюсов определителя матрицы рассеяния или полю-
сов её максимального собственного числа [4]. В рабо-
тах [1 – 3] предложен более продвинутый подход, ос-
нованный на линеаризации обратной матрицы рассея-
ния. Указанные методы не всегда позволяют эффек-
тивно рассчитывать полюсы матриц рассеяния боль-
шой размерности [3]. Кроме того, указанные методы 
обладают достаточно низкой скоростью сходимости. 

Матрица рассеяния 

Дадим определение матрицы рассеяния на при-
мере дифракционной решётки. Пусть решётка пе-
риодична по оси x  с периодом d. Рассмотрим набор 
плоских волн, падающих на решётку сверху и снизу, 
причём x-компоненты волновых векторов падающих 
волн имеют вид: 
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Данный набор плоских волн при дифракции на 
решётке рассеется в набор отражённых и прошед-
ших дифракционных порядков. При этом, согласно 

теореме Блоха–Флоке, x – компоненты волновых век-
торов дифракционных порядков также будут опре-
деляться формулой (1). 

Матрица рассеяния решётки S  связывает ком-
плексные амплитуды волн, падающих на решётку и 
рассеянных решёткой:  
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где R  и T  – векторы комплексных амплитуд отра-
жённых и прошедших порядков дифракции, а I1 и I2 
– векторы комплексных амплитуд волн, падающих 
на структуру сверху и снизу.  

Расчёт полюсов матрицы рассеяния 
Для заданных геометрии и материалов решётки 

матрица рассеяния S  является функцией частоты и 
x-компоненты волнового вектора падающей волны с 
номером m = 0: S = S (ω, kx,0). При описании резонан-
сов в спектре пропускания или отражения решётки 
фиксируют направление падающей волны и рас-
сматривают матрицу рассеяния как функцию часто-
ты ω: S = S (ω). При этом резонансам структуры со-
ответствуют полюсы аналитического продолжения 
S (ω)[1 – 3]. 

В работах [1 – 4] предложен ряд итерационных 
методов, позволяющих находить полюсы матрицы 
рассеяния. К недостаткам данных методов можно 
отнести недостаточно высокую скорость сходимо-
сти. Кроме того, методы работ [1 – 3] являются чис-
ленно неустойчивыми при большом размере матри-
цы рассеяния. 

Рассмотрим метод, основанный на резонансном 
представлении матрицы рассеяния [2]: 

( ) ( ) ( ) 1

p= .
−

+ω ω ω −S A L I RΩ  (3) 

Здесь A (ω) – нерезонансное слагаемое матрицы 
рассеяния; p

r r×∈Ω �  – диагональная матрица, со-

ставленная из комплексных частот мод структуры, 
,n r r n× ×∈ ∈RL � �  – некоторые матрицы, причём 
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p pdim rankr = =Ω Ω  – количество мод структуры, 

dimn = S  – размер матрицы рассеяния. 
Пусть имеется некоторое начальное приближе-

ние полюса = nω ω . Пренебрегая зависимостью не-
резонансного слагаемого от частоты в (3), вычислим 
две первые производные ( )ωS :  
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Решая систему матричных уравнений (4) с ис-
пользованием метода, предложенного в работе [5], 
получим: 

* 1
p +2diageig( ( ) ),n r n r r

−ω ω′= I U ΣS VΩ  (5) 

где * ( )r r r n= ′′ ωU SΣ V  – компактное сингулярное раз-

ложение матрицы ( )n
′′ ωS  ранга r ; diageigQ  – диа-

гональная матрица, составленная из собственных 
значений матрицы Q. Выбирая минимальное по мо-
дулю собственное число в (5), окончательно получа-
ем итерационную процедуру 

( )( )* 1
1 = 2min eig .n n r n r r

−
+ω ω ω′+ V ΣU S  (6) 

Выбор минимального по модулю собственного 
числа в (6) означает, что в качестве следующего 
приближения полюса ωn+1 выбирается приближение 
наиболее близкое к начальному ωn. 

Численный пример 

В качестве примера были рассчитаны моды се-
ребряной дифракционной решётки на волноводном 
слое (параметры решётки: период d = 1000 нм, тол-
щина hgr

 = 50 нм, ширина щелей w = 200 нм; толщина 
волноводного слоя h = 800 нм, диэлектрическая про-
ницаемость материала слоя ε = 5,5). Для описания 
диэлектрической проницаемости серебра использо-
валась модель Лоренца–Друде [6], в качестве мате-
риала над и под структурой рассматривался воздух. 
Для расчёта матрицы рассеяния использовался ме-
тод фурье-мод [7, 1]. 

С использованием итерационной процедуры (6) 
рассчитывались частоты мод структуры в диапазоне 

15 1 15 1
pRe [1,0 10 c ;1,8 10 c ]− −ω ∈ × × . При этом рас-

сматривались только высокодобротные моды 
( 12 1

p| Im | 5 10 с
−ω ×≤ ). В качестве начального при-

ближения выбиралась случайная точка из указанной 
области. При этом в качестве критерия остановки 
итерационной процедуры использовалось неравен-

ство 10maxsvd ( ) 10ω ≥S , где maxsvd – максималь-
ное сингулярное число матрицы рассеяния. 

Результаты расчётов показали, что при размере 
матрицы рассеяния 84 84×  предложенный метод 
сходится в среднем за 2,78 итерации (в 2 раза быст-
рее метода из работ [1 – 3] и в 2,5 раза быстрее ите-
рационного метода из работы [4]). При увеличении 
размера матрицы рассеяния до 804 804×  метод схо-

дится в среднем за 3,81 итерации (на 30% быстрее 
итерационного метода из работы [4]; метод из работ 
[1 – 3] не сходится). 

Заключение 
В работе предложен новый итерационный метод 

расчёта полюсов матрицы рассеяния. Метод учиты-
вает вид матрицы рассеяния в окрестности полюса и 
основан на решении матричных уравнений с исполь-
зованием спектральных матричных разложений. По 
сравнению с существующими методами предложен-
ный итерационный метод обладает высокой скоро-
стью сходимости и является численно устойчивым 
при большой размерности матрицы рассеяния. 
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ITERATIVE METHODS FOR CALCULATING GRATING QUASIGUIDED EIGENMODES 

D.A. Bykov, L.L. Doskolovich 
Image Processing Systems Institute of the RAS, 

S.P. Korolyov Samara State Aerospace University (National Research University) 

Abstract  
A new iterative method for calculating the matrix poles is proposed. The method takes account of 

the scattering matrix form in the pole vicinity and relies upon solving matrix equations with use of 
spectral decompositions. Calculation of the modes of a metal-dielectric diffraction grating shows that 
the iterative method proposed has the high rate of convergence and is numerically stable for large-
dimension scattering matrices. 

Key words: grating, scattering matrix pole, quasiguided eigenmode. 
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